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Exercice I, E3A PC 2005

1. Soit U € M, (C) la matrice de u dans la base canonique C. Si u est diagonalisable alors il existe
P € GL,(C) et D € M,(C) une matrice diagonale telle que U = PDP~! alors U? = PD?*P~!
donc U? qui est la matrice de u? dans la base canonique C est semblable & une matrice diagonale

donc u? est diagonalisable.
2. (a) Soit a # 0.

Soit x € Ker (u — aldg) NKer (u+ aldg) alors u(r) = ax = —ax donc comme « # 0 2ax = 0
entraine x = 0. Donc Ker (u — aldg) NKer (u+ aldg) = {0g} (*)

Soit x € Ker (u? — o®Idg).

On pose, comme proposé, = 5— [(u(z) + az) — (u(z) — ax)] alors

1

2c

( )+ ax ) = u?(z) + au(z)
= o’z + au(z)

car u?(x) = oz et donc u ((u(z) + ax)) = a(u(r) + ax) donc u(x) + axr € Ker (u — aldg).
De méme, on a u(z) — ax € Ker (u+ aldg).

Donc tout élément de Ker (u? — a?Idg) se décompose en la somme d’un élément de Ker (u —
aldg) et d'un élément de Ker (u+ aldg) (sx).

De (%) et (+%), on en déduit que : Ker (u? — o?Idg) = Ker (u — aldg) ® Ker (u+ aldg).

(b) Soit p une valeur propre de u, alors il existe z # 0, tel que u(z) = px alors u?(z) = u(uz) =

w(x) = p?z donc comme x # 0, | 42 est valeur propre de u?.

(c) Si on suppose u? diagonalisable alors si on note Ay, ... , Ap les valeurs propres distinctes de u?,
onaE =" Ker (u> — \Idg).
Comme u est bijectif, u? aussi et donc toutes les valeurs propres de u? sont différentes de 0.

2

On pose alors pour tout \; = «a; avec a; € C*.

P
Alors dim E = Zdim E),(u®) or d’aprés la question 2(a), on a dim Ey,(u?) = dim E,, (u) +
=1
' P
dim E_,,(u). Donc dim E = Z (dim Ey, (u) + dim E_,, (u)) et Pensemble des
i=1

{a1,a9,...,0p, —01,02,...,—ap} décrivente 'ensemble des valeurs propres possibles de w.

’Donc dim F est égal a la somme des dimensions des sous-espaces propres de u. Donc u est diagonalisable.

3. (a) Le calcul donne :

6 -5 3
U= -3 4 3
5 —5 4

(b) Le rang de U est 3 (par exemple son déterminant vaut 6 donc la matrice est inversible).
(c) Le polynome caractéristique de U? est P(X) = —(X — 1)(X — 4)(X — 9), donc il est scindé &
racines simples et U? est diagonalisable. Les calculs donnent :

U?=PDP™ ', avec D=

o o
© oo

11
et P= 1 1
0 1

—_ O
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(d) D’apres la question 2, comme U est inversible, on en déduit que U est diagonalisable.
Les calculs donnent (méme s’ils n’étaient pas demandés) :

100
U=PAP!, avec A=|0 2 0 et P=
0 0 3

O = =
[ S -y
_ o =

Exercice II, E3A PC 2007

1. (a) |Le polynome P(X) = X3 —2X2 + X = X (X — 1)? est annulateur de u |donc les valeurs propres

réelles de u sont parmi les racines réelles de P, c’est a dire parmi 1 et 0.

(b) De méme, le polynome P(X) = X3 —2X?2 + X = X(X — 1)? est annulateur de U donc les
valeurs propres complexes de U sont parmi les racines complexes de P, c’est a dire parmi 1 et
0.
Le polynome caractéristique de U est de degré 3, de coefficient dominant —1, il peut donc
prendre 4 valeurs possibles :

ioxu(X)=-X?

i, xp(X)=—-X2(X —1)
iii. yu(X)=—-X(X—1)2
iv. xu(X)=—(X —1)3,

(c) ’u et U ont le méme polynome caractéristique ‘ Donc les valeurs possibles sont les mémes qu’a
la question précédente.

(d) Soit k € N*, d’aprés le théoreme de la division euclidienne 3/(Q, R) € R[X] tels que X* =
Q(X)X(X — 1)2 4+ R(X) (*) avec deg(R) < 3. On cherche donc R() sous la forme R(X) =
aX?+bX +c
Si on évalue I'égalité () en 0 et 1, on obtient deux équations :

O=c etl=a+db+c

Pour obtenir une troisieme équation, il faut dériver ’égalité (x)

EXF = Q'(X)X(X-1)2+Q(X) (X — 1) + 2X (X — 1))+ R/(X) et en évaluant cette nouvelle

égalité en 1, on obtient :

k=2a+b
Finalement, on obtient :
a=k—-1, =2—-k, c¢=0.

On a donc X* = Q(X)P(X)+ (k—1)X2+(2—k)X. En utilisant le morphisme d’algebre, cette

égalité ce traduit dans £(E) pour u par u¥ = Q(u) o P(u) + (k — 1)u? + (2 — k)u, or P(u) =0,

donc |Vk € N*,uF = (k — D)u?® + (2 — k)u.
2. (a) Comme u est diagonalisable, il suffit de regarder les 4 valeurs possibles de son polynéme ca-

ractéristique pour trouver les 4 matrices diagonales auxquelles peut étre semblable U.

i. Si xy(X)=—X?3 alors ’Do = Diag (0,0,0) ‘ (qui est bien de rang 0) et U = 0.

ii. Si xyy(X)=-X2(X —1) alors ’Dl = Diag (0,0, 1)‘ (qui est bien de rang 1).

ifi. Si xu(X) = —X (X 1) alors | D, = Diag (0,1,1)| (qui est bien de rang 2).

iv. Si xy(X)=—(X —1) alors ’Dg = Diag (1,1,1) ‘ et U = I3 (qui est bien de rang 3).

(b) On voit bien que dans les 4 cas D? = D,. donc U2 = U et u est un projecteur ; Comme v = Idg—u
c’est le projecteur associé a u.

On a donc F = Ker (u) @ Im (u) = Ker (v) @ Im (v) et comme u et v sont associés Ker (v) =
Im (u) et Im (v) = Ker (u).
’Donc Ker (u) ® Ker (v) =Im (u) ® Im (v) = E‘
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3. (a) La division euclidienne de (X — 1)? par X donne (X — 1)? = X(X —2) + 1 donc (X —1)? +
X(2—- X) =1, en posant ’B(X) =2— X | on a donc bien (X —1)? + XB(X) = 1.
(b) En utilisant cette égalité et le morphisme d’algebre de K[X] dans L(F),
on obtient : | (u — Idg)? + (2Idg — u) ou = Idp. (¥)

(c) Soit z € Ker (v?) alors (u— Idg)?(z) = 0 donc en appliquant 1’égalité précédente & x on obtient
(2Idg — u)(u(x)) =  soit 2u(z) — u?(x) = = soit encore u(2x — u(z)) = x donc z € Im u. On a
donc montré que Ker (v?) C Im (u).

Soit y € Im (u) alors il existe z € E, u(z) = y. On a alors (u— Idg)*(y) + 2u(y) —u?(y) =y, en
utilisant (%) appliquer & y alors (u — Idg)?(y) = u?(y) — 2u(y) +y = u3(x) — 2u?(x) + u(x) =0
par hypothése sur u. Donc y € Ker (v?). On a donc montré que Im (u) C Ker (v2).

Conclusion : Ker (v?) = Im (u).

Soit x € Ker (u) alors en appliquant 1'égalité () & x, on a x = (u — Idg)*(z) = v*(x) donc
x € Im (v?). On a donc Ker (u) C Im (v?).

Soit y € Im (v?). Alors il existe € E,v?(x) = y. Alors en appliquant I'égalité (x) & w,
z = v2(z) + 2u(z) — u?(z) soit y = x — 2u(x) + u*(x) alors u(y) = u(z) — 2u?(z) + u(z) =0
par hypothese sur u. Donc y € Ker (u). On a donc Im (v?) C Ker (u).

Conclusion : Ker (u) = Im (v?).
(d) Soit x € Ker (u) NKer ((u — Idg)?) alors u(z) = 0 et u?(x) — 2u(z) + x = 0 donc z = 0. Ainsi
Ker (u) NKer ((u— Idg)?) = {0g} (+*).
De plus Ker ((u — Idg)?) = Ker (v?) = Im (u) donc d’aprés le théoréme du rang appliqué a u
dimKer ((u — Idg)?) + dimKer (u) = dim E (% * ).
De (*%) et (* * %), |on en déduit que E = Ker (u) ® Ker ((u — Idg)?).
4. (a) D’apres la relation de Grassman, dim(F) = dim(Ker (u)) + dim(Ker (v)) — dim(Ker (u) N
Ker (v)) = 2 — dim(Ker (u) N Ker (v)).
Or soit = € Ker (u) NKer (v) alors u(z) = 0 et v(z) = 0 c’est a dire u(z) = z donc = 0; Ainsi
Ker (u) NKer (v) = {0g} et dim(Ker (u) N Ker (v)) = 0.
| Donc dim F = 2. |
(b) Soit € Ker (v) alors v(z) = 0 donc v?(z) = 0. Ainsi Ker (v) C Ker (v?).
De plus d’apres la question 3)d), Ker (u) @ Ker (v?) = E et comme Ker (u) est de dimension 1,
dim(Ker (v?)) = 2.

(c) On considere (e1) une base de Ker (u) et e3 un vecteur non nul de Ker v? \ Ker v ce qui est
possible car Ker v C Ker v? mairs Ker v # Ker v? d’apres la quesiton précédente. On pose
alors es = v(e3) = u(es) —esz. Alors ea # 0 et (e, €2, e3) est une base de E. On a alors u(e;) = 0,
u(e3) = ez + e3 et comme e3 € Ker v2, ey € Ker v c’est & dire u(ez) = ey. Ainis la matrice de
u dans cette base est bien de la forme voulue T'.

5. (a) Dans le premier exemple, on appelle u I’endomorphisme de R? canoniquement associé & U. On
a rg(u) = 1 donc dimKer (u) = 2, donc 0 est valeur d’ordre au moins 2 et la somme de ses
valeurs propres est égale a la trace de u c’est a dire 1; On peut donc conclure que 1 est valeur
propre d’ordre 1 et 0 est valeur propre d’ordre 2 et de multiplicité 2 donc u est diagonalisable
et elle est semblable & D1. Enfin, y,(X) = —X?(X —1).

(b) Dans le deuxieme exemple, on appelle u I’endomorphisme de R? canoniquement associé & U. On
arg(u) = 2 donc dimKer (u) = 1. De plus V' = I3 —U est aussi de rang 2, donc dim Ker (v) = 1.
On ne peut donc étre que dans le cas de la quatrieme question (car Ker u et Ker v ne peuvent
pas étre supplémentaire) donc U est semblable & T' et son polynéme caractéristique est le méme
que celui de T', ce qui est immédiatement sans calcul, yy(X) = —X (X —1)2.
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