PSI 2011-2012 Mathématiques Correction DL n°7

PROBLEME
CCP, PSI 2006

Partie I

I.1 a) M € M,:(C). Notons Py = det(zl,,+1 — M) le polynome caractéristique de M et u €
L(C™*1) de matrice M dans la base canonique. Py est de degré n + 1 > 1, donc admet au
moins une racine sur C, donc M admet au moins une valeur propre .

b) Soit V1 un vecteur propre associé a A. D’apres le théoréeme de la base incomplete, il existe
Vay ooy Vi1 tels que B' = (Vq, Vo, ..., Viii1) soit une base de C"*1. Soit @ la matrice de
passage de la base canonique & la base B’ et M’ = matp/(u). On a : u(V7) = AV; donc
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/ ! my 2 M2 n+1

, 0 Moo 10 Mgpi ] i
M = . Notons N = : : , N €
. / /
m ... m
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My (C) et L= () gyl 1), L € Mi(C) : | M= Q7' MQ = ( oAl N )

c) D’apres 'hypothese faite au début de la question, N est trigonalisable, donc :
JH € GL,(C) telleque S=H 'NH

soit triangulaire supérieure.
Ona:N=HSH 'etSeT,(C)
1 Ol,n

-
d) On pose R' = < Opi H-1

) :RR=1I,.1,donc: R€GLy1(C) et R~ =R/

A LH
Op1 S
supérieure donc M" aussi. En conclusion : M est trigonalisable.

e) Soit M" = R™'M'R. Posons P = QR : M" = P"'MP = ( ) : S est triangulaire

1.2 Sin=1: toute matrice M € M;(C) est triangulaire, donc trigonalisable.
D’apres 1), si toute matrice M € M, (C) est trigonalisable, alors toute matrice M € M,,1(C)
est trigonalisable. On peut conclure a ’aide du principe de récurrence que :
toute matrice carrée complexe est trigonalisable
I.3 a) Pg(x) = det(G — x2l3) = —(x — 1)3; 1 est valeur propre d’ordre 3 et G # I3 donc
dim [Ker (G — I3)] # 3 et G n’est pas diagonalisable.
b) rg(G — I3) = 2 donc dim [Ker (G — I3)] = 1, engendre Ker (G — I3) et tout
autre vecteur propre est de la forme au donc de premiere composante o # 1.

det(u, e2,e3) = 1 donc B’ = (u, eg, e3) est une base de C3.
1 00 1 1 0

c) Q= 0 1 0 ]etQ'GR=[0 -1 1 .L:(1,0)etN:<jl;>.1est
-1 0 1 0 —4 3
1 o 10
valeur propre double de N et ( 9 ) est vecteur propre associé. Soit H = < 9 1 > ;S =
11 1 00 110
H 'NH = <0 1) : LH=(1,0); |P=QR= 0 10 |;PGP=|011
-1 2 1 0 0 1

I.4 Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique; les valeurs propres d’une
matrice triangulaire sont les termes de la diagonale. Donc si A € M,,(C) est semblable a T' €
T,,(C), alors les termes diagonaux de 7" sont les valeurs propres de A
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I.5 a) Par hypothese : j <i=s;; = tij =0.
Soit U = ST = (uij) : uij = Zs, Ktk

oSii>jalorspourk<z.sl7k—06t
epour k>, k> j=t; =0 donc u;; =0.
Donc ST € T,(C).
Enfin si ¢ = j seul k =4 donne un terme non nul : w;; = s;t;;
b) On prend S =T :T? € T, (C), de t. diagonaux (t;;)*. Par récurrence : si T? € Ty,(C), de t.
diagonaux (t;;)?, on prend S = TP d’ott TP € T,,(C), de t. diagonaux (ti,i)pﬂ.

1.6 Soit A € M,(C). D’apres 2), 3T € T,(C), 3P € GL,(C) tq T = P71AP. D’apreés 4), les
termes diagonaux ¢y 1, ..., tn, de T sont les valeurs propres Aq, ..., A, de A. D’apres 5), les termes
diagonaux de T* sont (Al)k e (/\n)k; d’aprés 4) et TF = P71 A*P, ce sont les valeurs propres
de A*. Donc p(AF) = max{)()\i)k’ ,1<i< n} = (max {|\;| , 1 <i<n})F

Conclusion : | p(AF) = [p(A)]¥
1.7 - VA e M,(C), ¢¥(A) existe et (A) > 0
~Pp(A)=0 < V() el,n)]}a;=0 & A=0,
— Soit A = (a;;) € My(C) et XA € C alors
V(i 5) € [[1,n[]%, Ayl < [A[$(A)

donc p(AA) < |A|[Y(A)  (%).

Supposons A # 0, alors par ce qui précéde on a

1

UA) = (M) < 1

M) < (M)

soit
Alp(A) < P(AA). ()

Cette inégalité est évidente si A = 0, donc avec () et (+*), on a
VA € M,(C), VA e C, ¥(AA) = |A\|¢¥(A)
— Soient A, B € M,,(C) alors
V(i,7) € (11,02, Jaij + bigl < laij| + [bij] < ¥(A) +¢(B)
ceci est un majorant indépendant de ¢ et j donc
WA+ B) <w(A) + 6(B).
Donc VA, B € M, (C) , v(A+ B) < ¢(A) + ¢(B)

1 est une norme sur M, (C) ‘

Soit U € M,,(C) tq V(i,5) € [|1,n[]*, u;; =1:9U) =1, U?>=nU donc p(U?) =netsin >2
Iinégalité : (U x U) < ¢(U) x (U) n’est pas vérifiée, donc ¥ n’est pas une norme matricielle

1.8 Soit N une norme sur M,,(C) et ¥ une norme matricielle sur M,,(C). Elles sont alors équivalents
puisque M, (C) est un espace vectoriel de dimension finie.

Par définition :
Ja, B> 0tqgVA € My(C), ap(A) < N(A) < Bp(A)

Alors
VA,B € Mp(C) , N(AB) < Bp(AB) < Bp(A)p(B) < —N(A)N(B)

Ainsi, en posant C' = %, on a montré que V(A4, B) € M,(C), N(AB) < CN(A)N(B)..
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1.9 Onpose:Vk, B, =P 'A,P et B=P 'AP.
Alors Vk , By — B = P~ Y(A, — A)P
Soit ¢ une norme matricielle : 0 < N(By — B) < ¢(P )N(Ar — A)N(P) d’'out : ¢p(A — A) —
0gdk — 400 = ¢(Bry—B) > 0qd k — +o0
Réciproque : si (Bi) CV vers B, alors (PBP~1) CV vers PBP~! d’oti (A;) CV vers A

1.10 a)

b)

d)

II.1 a)

b)

)\k k)\k_lu
* k _
VkeN,T_<0 \ >

Aj de terme général ag? CV vers A si et seulement si V(i,5) € [|1,2]]? , ag? — Qi

qd £ — +4o0o. Donc la suite (Tk) CV ssi les suites complexes ()\k) et (k)\k_lu) CV ssi
[[A] <1 (la limite est alors 02)] ou [A=1et p=0 (Vk, T* = )]

k
HPEGLQ((C)tqplAP:D:<>‘1 0 )AlorsDk:(Al 0 )

0 A 0 A&
|Ai] <1 pour i =1 et 2 (limite 02)
D’apres 9) (Ak) CV ssi (Dk) CV. Les cas de CV sont : Xi=1let [A\j] <1pouri#j
M= =1

Si A n’est pas diagonalisable, nécéssairement ses valeurs propres sont égales. D’apres 2) elle

est trigonalisable : AP € GLo(C) tq P'AP =T = < ())\ /; > et u # 0 (sinon A serait

diagonalisable). Donc d’apres a), la suite (T%) CV ssi |A| < 1 et d’apres 9), (AF) CV ssi
(T*) CV. Ici p(A) = |A|. Donc (A%) CV ssi p(4) < 1 et la limite est Oz

D’apres b), si A est diagonalisable : (A¥) CV vers 0 ssi (|A1] < 1et [Ai] < 1), ssi p(A4) < 1.
En conclusion de b) et c) : | (4%) CV vers 05 ssi p(4) < 1

Partie 11

Posons

n
Y =AX: Vz’,yi = ZCI,'J‘ Zj.

Vi, |l‘]| < Noo ( :> ‘yz X Z|@z,j| Noo X) < MANOO(X)

donc Noo(AX) < MAN(X)

C™ est un EV de dim finie donc toute norme N sur C” est équivalente a la norme N :
Ja, >0t VX € C", aNxo(X) < N(X) < SNoo(X)

N(AX) < BNoo(AX) < BMaNL(X) < ﬁMAlN(X) < OsN(X) en posant Cy = gMA

VX #0, % < C4. L’ensemble { ]\;(A)g) XeC— {O}} est une partie non vide et

majorée de R donc
admet une borne supérieure.

Cette borne sup est le plus petit majorant et C'4 est un majorant donc N (A) < Cy4. Dans

le cas de la norme N, on peut prendre Cy4 = My donc : ]VOO(A) <Myl

1 0
X() = -1 = GX() = 3
1 10

Noo (G X))

“ TR0 — 10 = Noo(G) > 10.

On a : Noo(Xo) = 1, Noo(GXp) = 10 d’ont
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IL.2 Vj,

De plus Mg = 10 donc Nao(G) < 10.
Conclusion : NOO(G) Mg =10
lyjl = 1= Noo(Y) =

Soit Z = AY

Si a;y; = 0 alors aj, jy; = 0 = |ai, j|, sinon a; jy; = |as, ;| car Yu € C*,

n
Vi, |z] = Zai,jyj |aij| <

J=1 j=1

uL =
UTa]

Donc

et Noo(Z) = My = M=) — pp) I N (A) > My |

En utilisant 1)d) on peut conclure : | Noo(A) = My

I1.3 a)
b)

d)

I1.4 a)

n
Rig = Z |ai07j| = Ma,
j=1

Neo(Y)

N(A)=0VX 40, NAX) =0 VX 40, AX=0VX, AX =0 A=0,

N(AAX) [N\ N(AX)
N(X)  N(X)

VX £0), < A N(A)

donc N(AA) < |A| N(A)
SiA#0:

N(A) = N(2a4) < m N(AA) = A N(4) < N(\A)

N()\

d'ott |A| N(A) = N(\A)
Si A =0 on a égalité car les 2 membres sont nuls.

VX #0
N[(A+ B)X] = N(AX + BX) < N(AX) + N(BX)

donc

e ] T B < Ry + )
donc N(A+ B) < N(A)+ N(B).
N(AX)
N(X)

On déduit de a),c),d) que N est une norme sur M, (C). De > plus : VA, B € M,(C) , VX €
C", N(ABX) < N(A)N(BX) < N(A)N(B)N(X) d’ott : N(AB) < N(A)N(B)

VX #0, < N(A) = N(AX) < N(A)N(X) et si X = 0 les 2 membres sont nuls.

Conclusion : | N est une norme matricielle sur M, (C) | (ce qui en prouve lexistence)

Soit A € Sp(A) et X un vecteur propre associé : X # 0 et AX = \X = J\]f\;é?()) = |\| donc

IA| < N(A). En particulier pour \ telle que [\ = p(A). Donc | p(A) < N(A)

SiA=1I,:p(A)=1et VX, AX = X donc N(A) = 1: on a égalité.

Si A # 0, alors N (A) # 0 d’apres 3)a). Si de plus A est nilpotente, sa seule valeur propre
est 0 donc p(A) =0et: p(A) < N(A)

IL.5 Si (A*) converge vers 0, alors N(A¥) = 0 qd k — 4oo. [p(A)]* = p(A*) < N(A*) donc
[p(A)]F = 0 qd k — +o00. Dot : | p(A) < 1|. (Réciproque admise)

I1.6 a)

1
De T'inégalité vue en 5) on déduit pour k € N* : p(A4) < [N(Ak)} *
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b) M€ Sp(A) & al € Sp(ad) donc p(ad) = |a| p(A)

c) On prend a = (> 0) et on applique a) :

1
p(A) +e
p(Ae) = ap(Ad) = ——— <1

car € > 0
D’apres le résultat admis de 5), (4:)F CV vers 0 donc k. tq Vk > k., N ((A)F) < 1.
(A)k = ok A% = N ((A)F) = oF N (AF).
Donc o N(AF) < 1= N(AF) < (p(A) +e)".
d) Ainsi

==
x|

VEk > ke, p(A) < {N(Ak)] < p(A) + € : cest la définition de :  lim {N(Ak)} = p(A).

k—+o00
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