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Partie I

Probleme- Centrale PSI - 2001

1
! 2
ILA Ona (Cy | Cy) =1et pourn>1(Cy | Cp) / V2 cos(nrx) de = [\nf sin(mm‘)] =0.
0
0

Enfin, sin > 1et p > 1, avec n # p,

et

1
(Cn | Cr) = 2/ cos? nrx dx
0

/1(1 + cos(2nm)x) dx
0
= 1

1
(Cn | Cp) = 2| cos(nmz)cos(prz)dx
0

= /0 cos((n + p)wx) + cos((n — p)rx) dz

1 1

sin((n —|—p)7m:] + [(n_lp)ﬁ sin((n + p)mx

{n—kp 0 0

=0

’ La suite C est bien orthonormale. ‘

’De méme, la suite S est également orthonormale. ‘

1B .
I.B.1

1.B.2

1.B.3

I.C .
I.C.1

Notons p = IIZ(f).

On dispose naturellement de f = p+ f —pet (f —p) L p donc || f||> = ||p||*> + || f — p||* d’apres Pythagore.
Montrons que ||f — p|| = d&(f).

Comme p € Vg, on a ||f - pl > d3(f) = infpevs | — .

Mais si g € V', on peut écrire f —qg=f —p+p—qet f —p étant orthogonal a Vg, ona f—p Lp—gq
d'ot, toujours d’apres Pythagote, |f — gl* = .f = pl> + lp — qll* > |lf — pll* si p # ¢

’ Ainsi p est-il 'unique point de Vg qui réalise le minimum de la distance de f a V. ‘

D’apres ce qui précede, pour || f|| = 1, ||[IZ(f)]] < ||f|| = 1. Mais prenant par exemple f = @, on obtient

I (Po)|| = ||®o|| = 1 donc ’ la borne supérieure cherchée vaut 1. ‘

n
Ona:IIE(f) = Z<(I)k | )@y car la famille{®;, 0 < j < n} forme une B.o.n de V.
k=0
2 n
=D (@ | H* <

k=0

Le 1. indique que pour tout entier n on a

Z(I)k|f>
k=

La série & termes réels positifs Z (P | f>)2) est donc bien convergente (car ses sommes partielles sont
k>0

majorées) et du plus sa somme est plus petite que || f]|. ’ C’est 'inégalité de Bessel. ‘

a) Fixons k.
Comme f;, € Vg, il existe N = min{n € N, fi, € V}. Alors, pour n > N, fi € V& donc ITE(fx — f) =
fie = IIE(f) et le résultat souhaité est immédiat.

b) On en déduit, pour n > N ||f —Tg (N < [If = fill + 15 (fx — ) < 2[[f — frll; puisque pour toute
fonction g € E on a vu que ||H”( ) < lgll-
Soit alors € > 0, et k choisi de sorte que ||f — fx|| < /2, et enfin N choisi de sorte que f € V&'. Alors on

aura : Vn > N, ||f —II%(f)]| < e. C’est-a-dire qu’on a bien : li_>m IIf =g ()] = 0.
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[.C.2

I.C.3

ID .
I.D.1

I.D.2

ID.3

II.A .
II.A1

II.A2

L’implication (i) = (#i) découle immédiatement de ce qui précede.
Inversement, (i) signifie que la suite de terme général f, = IT% (f) converge vers f.
On a éerit || fI* = [TE(AI® + [If = TGP = Xh—o(f | 6)? + [If = IG(f)|]*. Passant & la limite quand

+oo
n — 400, on en déduit que | f||* = Z(f | @)%
k=0
n 400
Utilisant 1'égalité du 2.a, nous obtenons alors : [d%(f)% = | f||* — Z(f | @)% = Z (f | ®1)2.
k=0 k=n+1

f est définie sur [—1,1] par f(z) = f(|z|). Ainsi f(—1) = f(1) = f(1), et donc on a bien défini une fonction
2-périodique continue sur R par recollement de la période [—1,1].

La fonction h considérée est paire, 2m-périodique et continue sur R. Le théoréeme de Parseval assure donc

que lim/ (h — Sn(h))? =0, ot S,,(h) est la n-iéme somme de Fourier de h.

Or, pour tout z,

Sn(h)(z) = ag(h)/2+ Y _ ax(h) cos kz,
k=1

avec ” 1
(i) == [ h@yde=2 [ yar=2(s | o
et, pour k > 1, )
ar(h) = 2/ h(z) cos kx dx = ﬁ/ FOC) dt = V2(f | Ck).
™ Jo 0

Donc on peut écrire, pour ¢ € [0,1] : S, (h)(wt) = (f | Co)Co(t) + Z(f | C)Cr(t) = TIE(¢).
k=1
Alors

/ " (h - Su(n))? =2 / "(h— Su(h)?(x) dz = 21 / (F(t) — T3 (0))? di = 2] f — T2

—T

tend bien vers zéro, et ’ la suite C' est totale dans F. ‘

+oo
On a, pour tout n > 0, (Cay, | C1) =0, donc 1 = ||Cy||? # Z(Cl | Cop)? =0
n=0

c’est dire que la suite (Ca,) qui est bien siir orthonormale, n’est pas totale. ‘

Toute fonction lipschitzienne est continue (et méme uniformément) sur I.

Si f1, respectivement fo, est lipschitzienne de rapport Cq, respectivement Cs, alors f1+ fo est lipschitzienne
de rapport Cy + Co (au plus) et, pour tout réel A\, \f; est lipschitzienne de rapport |A|C.

’ Lip(I,R), qui n’est évidemment pas vide, est donc un sous-espace de C°(I,R). ‘

x +— z est 1-lipschitzienne sur R, mais = ++ 22 ne I’est pas, car, pour z =n € N*et y = 0, on a : 0
n—

n2—0‘

n non borné. ’Il n’y a pas stabilité pour le produit.

L’existence de k(f) découle directement du théoréme de la borne supérieure : toute partie majorée non
vide de R admet une borne supérieure.

Supposant 'intervalle I compact, deux applications lipschitziennes fi, respectivement fs, de rapport C1,
respectiverment Cy, sont bornées sur I puisque continues : soit My = sup,¢; |fi(z)| (Mz est définie de
méme). Alors f; x f est lipschitzienne de rapport M;Cy + MoC; puisqu’on peut écrire, pour (x,y) € I? :

|f1(z)f2(z) — fr(y) f2 ()| = [(f1(z) = f1(v)) fa() + f1(y)(fa(z) = fo(y))| < (C1 M2 + C2My)|z — yl.
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’ Ceci qui permet de conclure qu’on a une algebre (car Id y appartient aussi). ‘

En revanche = — /z est définie, continue mais non lipschitzienne sur [0, 1], puisque, faisant 1 > = > y = 0,
vz =0

1
o | = qui n’est pas borné sur |0, 1].
> _

VT

Inversement, c’est le théoréme des accroissements finis qui dit que f est lipschitzienne et que k(f) < sup,¢; | f'(x)|.

II.B Si f est lipschitzienne, f’ est bornée, puisque, pour tout = € I, |f'(z)| = %ir%
5

’Finalement on a montré a la fois I’équivalence souhaitée et la formule k(f) = sup,¢; | f'(2)]. ‘

II.C Soit K un majorant de la suite (k(f,)) : ayant fixé deux réels = et y de I, on aura, pour tout entier n :
|fr(2) — fu(y)| < K|z — y|. On peut passer & la limite : f est lipschitzienne et k(f) < K.

II.D .
IL.D.1 11 suffit de choisir g paire et 2-périodique et cette fonction vérifie k(g) = k(g) < 1.

I1.D.2 Pour tout n fixé, la continuité de g suffit & écrire que g, est de classe C' avec :
Vn > 1,Vz €R, g,(z) = n(g(z + 1/n) — §(2)), et |g, ()| <n x k(g) x (1/n) = k(g) < 1.
Le changement de variable t — u = n(t — z) de classe C* fournit
1
gn(x) = / g(x 4+ u/n)du
0

et, comme g est 1-lipschitzienne :

ou(@) ~3@)| < [ [alw+u/n) =3 du < [ (/) du= g

On en déduit la convergence uniforme sur R de (g,,) vers g. ‘

II.E .

ILE.1 Sin > 1, Par IPP comme toutes les fonctions sont C*

(f1Cn) = \/5/0 f(t) cosnrt dt

- ﬂ[f(t)sjr;:m};‘ﬂ [ rofmmta Lo ys, .

1
nw nw
ILE.2 f’ est continue, et la suite (S,—1) est orthonormale, donc on a vu que Z(f’ | Sn_1)? est convergente, de

somme majorée par || f’||?. (Question I.B.3).

1
On en déduit que la série de terme général n?(f | C,,)? est convergente, de somme majorée par —2||f'||2
7r

ILF .

IL.F.1 Remarque préliminaire : si ¢ et ¢ sont continues sur [0, 1] et si (¢,) est une suite de fonctions continues
convergeant uniformément sur [0, 1] vers ¢, alors (¢ | ¥) est la limite de la suite de terme général (¢,, 1)) :

en effet [(¢ —¢p [ )] < (1@ = dplloo[[¥lloc (O [[¢]|cc = SUPefo,1) [¢(2)]) et on a supposé Tim [|¢ — [l = 0.

Considérons donc maintenant f lipschitzienne et g = f/k(f). g est 1-lipschitzienne, et donc limite uniforme
sur [0, 1] d’une suite de fonctions (g,),>1 de classe C! sur [0,1] et de dérivées bornées par 1. (Question
ILD)

+oo
Ainsi a-t-on, pour tout p > 1, Zn2<gp | Cn)? < 1/7%
n=1

n
Pour tout n fixé, on dispose de Vp > 1, Z k*(g, | Cx)* < 1/7*, donc, passant & la limite quand p — o0,
k=1
on obtient, pour tout n :

n

> kg | Cr)? < 1/

k=1
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C’est & dire que la série Z n?{g | Cn)? converge, de somme majorée par 1/72.
n

Multipliant par k(f)?2, on en déduit la convergence et 1'inégalité souhaitée :

2

T2

n=1

II.F.2 Alors : , . .
(nd’é‘l(f)> =S 1 G < SR | G < K
k=n k=n

Partie III

III.A Avec les notations de 1’énoncé, on obtient :

1
a, Qo
(Qn | Qm) = ol 2mm] / P,(2x — 1)P,,(2x — 1) dx
! 'Jo
o Oy 1 L
= = P, (t)P,,(t)dt
2”n!2mm!2/_1 (8)Pm (1)
0, si m#n
— 042 22n+1n!2

n

i onr1 . O

La suite est donc orthonormale si et seulement si on choisit de poser a,, = v/2n + 1 pour tout entier n.

Observons que U, est un polyndéme de degré 2n, donc P, et Q,, sont des polynémes de degré 2n —n = n. On
a donc facilement que Vg =R, [X], espace des polynémes de degré au plus égal a n.

III.B .
III.B.1 On a déja vu que, si n > 0,

0 (f)? — A (f)? = (f||2 St w) - (|f||2 3 czm) —(F1 Q2 0.

k=0 k=0

C’est bien dire la décroissance de la suite de réels positifs (d¢,(f)).

IL.B.2 Comme dg(f) = HH%(f) — fH, d’apres 1.C.2, il suffit bien de montrer que lim, o d)(f) = 0 pour toute
fonction f € E pour prouver que () est totale.

Soit donc f dans E, et, grace au théoreme de Weierstrass, il existe (Tj)r>0 une suite de polynémes
convergeant uniformément sur [0, 1] vers f.

Fixons € > 0.

Il existe k > 0 tel que || Ty — f|loo < €. Soit n le degré de T}, : T), € R,,[X] = V5. Alors TI§)(T) = T et on
peut écrire :

dgy(f) = MG (f) = fIl = MG (f =T) + T = fII < TG (T = HI+ 1T = fII < 20Tk = £ < 20 Th = flloo < 26

(On a déja dit, pour toute fonction continue : [[II3 (f)[| < [|f] < [ flleo-)

La décroissance permet de conclure : |Vm > n, d’gj( f) < 2e, ce qu’on voulait démontrer.

III.B.3 Qg = 1 et clairement ®y doit valoir +1.
Plus généralement, montrons par récurrence qu’on doit choisir ®, = +Q,.
Supposons construit de cette facon (®r)ockgn. Alors ®,,41 étant de degré n+ 1 est dans Vg“, et s’écrit
comme combinaison linéaire des (Qg)o<kgn+1. Comme on doit avoir ®,41 orthogonal & tous les @y et
donc a tous les Qi pour k < n, seul le dernier coefficient est non nul : ®,,117 = wQy+1. On conclut que
w = =£1 en imposant || P, 1] = 1.

Lycée militaire d’Aix en Provence 4/6 F. Bachmann



II1.C Le théoréeme de Leibniz fournit :

P, = (X =D"(X+1)")

III.D .

III.D.1 La remarque de I’énoncé se vérifie aisément : il suffit de développer.
Alors, pour |z| < 1 et n >0 (ce qui permet de définir sans difficulté la puissance n-ietme d’un complexe),
on dispose de :

1 s 1 iy 1 1_ ) n 1 1_ ) n
7/ (@ +iV1—a2cosO)"d) = LN S TT i 20 ap,
L - 2 J_, 2 2 2 2

L’égalité

1. i
Vk € Z, — emed@:{o’ si kA0

2 J_ . 1, sinon

permet dans le développement du produit ci-dessus de ne garder que quelques termes :

9 2(n—k) 2k
n 1+ o [1—w
 — 7
k 2 2
= Py ()

onpl "

= Ly(z).

2 J_,

I -

— (x +iv1—a2cos0)"do = Z(
k=0
1

x

IT1I.D.2 Or
|z +iv/1 — 22 cosf]? = 2% 4 (1 — 2%) cos? § = cos? 0 + 2% sin” O legslant cos® § + sin® § = 1,

et il en découle aussitoét que || Ly, |l < 1.

1 ™

Mais Ly (1) = 7/ 1" df = 1, donc finalement || L, | = 1.
T™J -7

De méme L, (—1) = (=1)".

Si—1l<x<1,ona

1 [ 1 ("
|Lp(x)| < —/ | 4+ iv1—22cosf|" df = %/ (cos? 0 + 2% sin? 0)"/2 dh < 1.

2 J_,
Donc seuls z = 1 et © = —1 vérifient |L,(z)] = 1. ‘
IILE .
HLE.1 Dérivant n + 1 fois I'égalité (X2 — 1)U}, = 2nXU,, on obtient :
1
2D b o £ 1)XP) 4 (X2 —1)P = 2n(n+ 1)y + 20X P

donc

(1—-X*P’ -2XP, +n(n+1)P, =0.
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[1.E.2 On en déduit aussitot que (X2 —1)L” = —2X L +n(n+ 1)L,.

(n+2)
Or 2"t (n+1)IL! | = ((X2 —1)Un> = (X2-1)P"+2(n+2)X P+ (n+1)(n+2)P,, et, simplifiant

par le facteur 2n!, il vient :

(X2 =1L +2(n+2)XL, +(n+1)(n+2)L,
2(n+1)XL, + (n+1)(2n+2)L,
= 2(n+ 1) (XL, +(n+1)Ly,)

2(n+ 1)L,y

d’ou le résultat demandé.

IIL.LF Comme les polynomes U, sont pairs, les polynémes P, et donc L,, sont pairs ou impairs et les L], aussi.
Or L, =0, et L, atteint (sur [0, 1]) son maximum en 1 : L, (1) = 1.

Alinsi, par une récurrence immédiate, le maximum de L;, sera atteint en x = 1 et vérifie L), (1) = L (1)+n+1,
n+1)
donc L/ ( Z k= 7_‘_

Or Q',(z) = 2oan;L(2 1), et

H(@u) = Qe = 200110 = 2v20 T2 g 1)y 7L

Ainsi k(Qn) =n(n+ 1)V 11 |
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