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A rendre le mardi 10 avril

PROBLEME

Notations

— Dans tout le probleme E désigne un espace vectoriel de dimension finie sur le corps C des nombres
complexes. On note n sa dimension et on suppose n>2. On note L£(F) son algébre d’endomorphismes.
— Soit u € L(E). Si B est une base de E, on note Mat(u, B) la matrice de u sur la base B.
— Soit u € L(E). Pour tout entier naturel p non nul. on note u? = u o ...ou. On pose u’ = Id.
N—_——

p fois
— Soit w € L(E). On appelle commutant de u ’ensemble C(u) des endomorphismes qui commutent avec

u;on a:

C(u) ={v € L(E),uov=vou}.

On rappelle que C(u) est un sous-espace vectoriel de L(E).
— On note M,,(C) l'algebre des matrices carrées a n lignes et n colonnes et a coefficients dans le corps des
nombres complexes C.

Partie I. Commutant d’un endomorphisme diagonalisable.

Si A € C est une valeur propre de u, on note E)(u) le sous-espace propre associé :
E\(u) = Ker (u — A\Id).

Dans cette partie, on suppose I’endomorphisme u diagonalisable.

Soient p € N* et (A1, A2,...,\p) € CP ses valeurs propres. On a :

EF= & E,\l(u)

1<i<p

On pose n; = dim E), (u) pour 1<i<p.

Soit B une base de E. On rappelle que la base B est dite adaptée a la somme directe £ = & E),(u) s'il

1<i<p
existe pour chaque entier 7 compris entre 1 et p, une base (ef,. .., e, ) du sous-espace vectoriel Ey, (u) telle
— (o1 1.2 2 p D
que B = (el, ey €y €T s ey Gy ey € .,enp).

1. Montrer que si v € C(u) alors les sous-espaces E),(u) sont stables par v.

2. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et p, on note u; 'endomorphisme de Ey,(u) induit par u. Que
peut-on dire de u; ?

3. En déduire que v € C(u) si et seulement si, sur une base B adaptée a la somme directe E = & E),(u) :
I<igp
i 00 . . 0
0 V» 00
Mat(v,B) = 0 8 0
0
0 0V,

avec V; € My, (C) pour 1<i<p.
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4. Montrer que dimC(u) = Z n.
1<i<p

5. Montrer que si u est diagonalisable, alors dim C(u)>n.

6. Montrer qu’il existe u € L(FE) diagonalisable tel que dimC(u) = n.

Partie II : Etude d’un exemple

1 41
Soit A= —2 7 1 |.On cherche & résoudre sur M3(R) I’équation X2 = A.
-2 4 4

3 00
1. Montrer que A est semblable & la matrice D= | 0 3 0 |.Onnotera P € GL3(R) et D € M3(R)
0 0 6

tel que A= PDP~1.

Montrer que si X € M3(R) vérifie X2 = A alors X commute avec A.

On note A € M3(R) tel que A = P~ XP. Montrer que X2 =4 <= A?=D.
En déduire la forme de A.

Déterminer I’ensemble des solutions & 1’équation X2 = A.Y-a-t-il un nombre fini de solutions ?

o WD

Partie III : Commutant d’un endomorphisme nilpotent

On suppose que f est un endomorphisme de E nilpotent d’indice n, c’est & dire f* =0 et f*~1 £ 0.

1. Montrer qu'il existe x9 € E \ Ker f"~* et montrer que la famille B’ = (o, f(z0),..., " (o)) est
une base de E.

2. Ecrire la matrice M’ de f dans cette base.
3. Soit g € C(f).

(a) Montrer qu’il existe (ag,...,an,—1) € C", tels que g(zo) Zazf x0)-

(b) Montrer alors que pour tout k de [|0,n — 1], g (f*(z0)) Zal kf(20).

ag 0 0 “. 0

al ago 0 0

(¢) En déduire que la matrice de g dans la base B’ est de la forme : a2 ax ap ... O

Gn-1 Qp—2 ... a1 ag

4. Réciproquement on suppose que g est un endomorphisme de E qui a pour matrice dans la B’

ao 0 0 ... 0
aq ag 0 0
N = ag aq ag e 0
anp—1 Qap—2 ... aq aq

Montrer alors que M’ et N commutent.
En déduire que g commute avec f.

5. Montrer alors que C(f) = Vect (Idg, f, f?,..., f*1).
6. Montrer que la famille (Idg, f,..., f*!) est une famille libre de C(f).

7. Quelle est alors la dimension de C(f)?
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Partie IV : Commutant d’un endomorphisme u vérifiant la relation (1) :

(1)

(w — Id) o (u— 2Id)* = 0.

Id désigne I'application identique de E. On rappelle que :

(u — 2Id)* = (u — 2Id) o (u — 2Id).

On pose E1 = Ker (u — Id) et By = Ker (u — 2Id)?, n; = dim E; et ny = dim Es; on suppose de plus
n1=1, no=>1 et n>no.

1.

En remarquant que (X —2)?2+ (X —1)(3— X) = 1, et en posant V(X) =1 et U(X) =3 - X,
montrer que : Id = U(u) o (u — Id) + V(u) o (u — 2 Id)?.

. Montrer que :

E =F| @® Es.

On note p; le projecteur sur E; parallelement a Fa et py le projecteur sur Ey parallelement a Fj.

. Montrer que p; = V(u) o (u — 2Id)? et ps = U(u) o (u — Id).

En déduire que p; et ps sont des polyndomes ne wu.

. On note d = p1 + 2p2 ; montrer que d est diagonalisable.

On pourra considérer la matrice de d dans une base adaptée a la somme directe E = E1 ® FEs.

. Soit w = u — d. Calculer w?, en déduire que w = 0 ou w est nilpotent d’indice 2.

On pourra remarquer pour la suite que w = (u — Id) o (u — 21d).
(a) Montrer que : v € C(u) si et seulement si v € C(d) et v € C(w).

(b) Montrer que Ej et Ey sont stables par w et déterminer les restrictions de w a E; et Fs respec-
tivement. En déduire qu’il existe une base B de E telle que

Mat(w, B) = ( o )g;

D
ou N est la matrice de ’endomorphisme induit par (u — 2/d) sur Ey sur une base de Fs.

(¢) Montrer que la matrice de u dans la base B est :

Mat(v, B) = ( b0 >$n1

0 Iny+N Jng
0 0

(d) Montrer que le rang de la matrice N est égal & ng — dim (Ker (u — 21d)).
(e) Montrer que v € C(u) si et seulement si
Mat(v,B) = < Vi 0 )@1
0 V2 1712
o
et
VoN = NVj.
(f) Montrer que u est diagonalisable si et seulement si N = 0.

On pourra remarquer que N? = 0.
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