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Durée : 4 heures

EXERCICE
1 4 1
Soit A= | —2 7 1 |.On cherche & résoudre sur M3(R) I’équation X? = A.
-2 4 4
3 00
1. Montrer que A est semblable a D = 0 3 0 |. On notera P € GL3(R) et D € M3(R) tel que
0 0 6

A = PDP~!. Vous déterminerez aussi P.
2. Montrer que si X € M3(R) vérifie X2 = A alors X commute avec A.

3. On note f € L(R?) canoniquement associé¢ & A et g € £(R?) canoniquement associé & X.

Montrer que les sous-espaces propres de f sont stables par g.

4. Déterminer I’ensemble des solutions & I’équation X? = A (On ne cherchera pas toutes les valeurs de
X possibles mais on décrira I’ensemble des solutions). Y-a-t-il un nombre fini de solutions ?
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PROBLEME I

R désigne ’ensemble des nombres réels et n un entier naturel.

PARTIE 1

1. Soit (vp)n>1 une suite de réels. Montrer que la série Z(UnH — vy,) converge ssi la suite (vy)nen

n>1
converge.

n
1
2. Pour n > 1, on pose u, = (Z E) —Inn.
k=1
(a) Etudier la nature de la série Z(UnH — Up).
n>1
(b) En déduire que la suite (up)n>1 converge. On note =y cette limite.
Int

3. On considere lapplication h de 0, +oo[ vers R définie par : h(t) ;

(a) Déterminer le tableau de variation de h.

n+1
In(n+1) </ Edt < ln(n)'
n+1 "

(b) Justifier soigneusement les inégalités : Vn > 3, .
n

1
(c) Prouver que la série Z(—l)"ﬂ est convergente.
n

n>2
On pose alors

n .

= nnn
§=3(-1)
n=2

PARTIE II : Calcul de S.

Pour n > 3, on pose :

Sp = (—l)k—, th =
k=1 k=1
1. En utilisant la question 1.3.b
(a) Montrer que la suite (a,)n>3 est décroissante
(b) Encadrer ¢,, (a l’aide des la question 1.3.b) et en déduire que la suite (ay,),>3 est minorée.

(¢) En déduire la nature de la suite (an)n>3.

n
1
2. Montrer que : Vn > 3, Sop, = t,, — to, + <; E) In 2.
3. En déduire une expression de Sy, ou figurent a,,, ao, €t .

4. Calculer lim Ss,, en fonction de v et de In 2.
n—-+4o0o

5. En déduire la valeur de S en fonction de 7 et de In 2.
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PROBLEME II

Soit n € N\ {0,1}. On note £ = R™, muni de sa base canonique B = (ej,ea,...,¢e,) et L(E) 'ensemble
des endomorphisme de F.

L’endomorphisme identité de E est notée Id et sa matrice dans n’importe quelle base est notée I,,.

n
Poury e E:y= ;yiei, on note ||y|loo = Dax lyil.

1=
Enfin, si f € L(FE), Sp (f) est ’ensemble de ses valeurs propres.
PARTIE 1

Soit u € L(E) et U = (u;,j) € Mp(R) sa matrice dans la base B. Dans cette partie, on suppose que U n’est
pas inversible.

1. Justifier existence d’un vecteur x non nul de E tel que u(x) = 0.
n
2. Prouver qu’il existe ¢ € {1,2,...,n} tel que |ui|||z||co < Z REZIE
=L
On pourra prendre i tel que ||z||oo = |2i].
n
3. En déduire qu'il existe i € {1,2,...,n} tel que |u;| < Z lui ;.
J=Li#i

4. La matrice est-elle inversible ?

O O O N
O O N =
O N = = O
N == O O
- =0 O O

PARTIE II
Soit f € L(FE) représenté dans la base B par la matrice M de M, (R) telle que M = (m; ;) ol :

-2 si 1=
Vie{l,...,n},Vie{l,...,n}, m;; = 1 si |i—jl=1
0 sinon

-2 1 0 0
1 -2
Soit M = 0 0
: oo =2 1
o --- 0 1 -2

Le but de cette partie est de calculer les éléments propres de M sans utiliser son polynéme
caractéristique.

1. Calculer le déterminant A,, de M.
2. (a) Cette question ne sera traitée que par les 5/2, les 3/2 l'admettront
Justifier que les valeurs propres de M sont réelles.
M se décompose sous la forme : M = —21, + T et g désigne 'endomorphisme de F associé a la
matrice T = (; ;).
(b) Prouver I’équivalence : (A € Sp (f)) < (A+2 € Sp (9)).
Comparer alors les sous-espaces Ker (f — A\ d) et Ker (g — (A + 2)Id).
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3. Etude des valeurs propres de T
Soit p une valeur propre de T'.
(a) Montrer qu’il existe i € {1,2,...,n} tel que |t;; — p] < Z [ti ;.
Jj=1j#i
(b) En déduire que |u| < 2.
Justifier alors I'existence d’un réel a € [0, 7] tel que p = 2 cos a.

4. La question consiste a rechercher un « € [0, 7] et une suite complexe (zx)ren telle que :

zo=0et zp4y1 =0

Vk € N* 21 — 2z cos(a) + 211 =0

I

T2
(a) Montrer que le vecteur représenté dans la base B par X = . est un vecteur propre de T’

Tn
pour la valeur propre p = 2cos(«), a condition qu’il satisfasse le systeme.
Dans la suite, cette condition est vérifiée.
(b) Prouver que a €]0, 7].
On pourra montrer que o = 0 ou o« = 7 implique que Yk € {0,...,n + 1}, xp = 0 et puis
conclure.

(¢) Montrer 'existence de deux nombres complexes ¢; et ¢ tels que :

Vk e {1,2,...,n}, xp = c16F 4 ook,

(d) En déduire les valeurs possibles pour o : a; = <j<n.

gm
n+1’ 1
On rappelle que la suite (xg)ren vérifie deux conditions xo = 0 et xp41 = 0.
(e) Montrer que les valeurs propres de T sont pj = 2cos(aj), 1 < j < n.
(f) Montrer que T possede n valeurs propres distinctes.

(g) En déduire que T est diagonalisable et donner une base de vecteurs propres de 7.
5. Valeurs propres de M.
(a) Prouver que les valeurs propres de M sont les \; = —4 sin? <2(njil)>’ 1 <j < netqueles
sous-espaces propres associés E) . sont de dimension 1.

(b) Déduire de ce qui précede que M est diagonalisable.

PARTIE III : Autour de la matrice M

1. Pour tout réel r strictement positif, on considere les deux matrices :
H=2I,—rMet K=2I,+rM.
(a) Déterminer les éléments propres de H.
(b) Montrer que H est inversible.
(c) On pose W = H™'K.
i. Montrer que W est diagonalisable et déterminer les valeurs propres de W.

ii. Montrer que p(W) = R rSnaE(W) Al < 1.
€5p

iii. En déduire la convergence de la suite de matrices (W*)xen.

2. Déterminer le commutant de M.
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