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EXERCICE

exp(—z2(1 + t?))
1412

1. G est une intégrale dépendant d’un parametre. On note g : (¢,z) — . Alors

— Vz € R, t — g(z,t) est continue sur [0, 1], donc intégrable.
— Vt € [0,1],z — g(z,t) est de classe C* sur R.

-VzeR, t— %(m,t) = (—22) exp(—22%(1 + t?)) est continue sur [0, 1]

— Soit a < b € R, alors Vt € [0,1],Vz € [a,b], ‘69(33,25)‘ < max(Jal,|b]) qui est une constante intégrable sur

or
[0, 1]
On peut donc appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégrale et en déduire que G est de classe C!
sur [a, b] pour tout a < b de R, donc G est de classe C! sur R et pour tout réel x :

1 1
G'(z) = —Qx/o exp(—22(1 + %)) dt = —2x exp(—x2)/0 exp(—z?t?) dt.

x
2. On note, pour tout = de R, h(z) = / exp(—t?) dt. Ainsi h est la primitive de ¢ — exp(—t?) qui s’annule en 0
0

elle est donc de classe C! sur R et Vz € R, I/ (z) = exp(—z?).
On remarque alors que Vo € R, H(z) = (h(z))?, donc H est de classe C! sur R et Vo € R

H'(x) =21 (z)h(z) = Qexp(f:ﬁ)/ exp(—t?) dt.
0
En effectuant le changement de variable affine xu = ¢ dans la derniére intégrale, on obtient :
1
H'(x) = 2exp(fx2)/ exp(—z?u?)z du = —G'(z).
0

3. On a donc montré que G’ + H' = 0 sur R, donc il existe C € R tel que Vo € R, H(z) + G(z) = C. Or H(0) =0

1
1
et G(0) = /0 Tz dt = | arctanx}é = % Conclusion : Vo € R, G(z) + H(x) = %

4. Pour tout x de R, on a G(z) positif comme 'intégrale d’une fonction positive et

U exp(—22t?)

e dt

Gla) = exp(-2?) [
2 ' 1 2 2 . ops
< exp(—x”) e dt, car z=(1 + t*) est toujours positif

0

< %eXP(—ﬁ).

5. On en déduit que G admet des limites en 0o et que ces deux limites sont nulles.

D’apres la question 3, on en déduit que H admet aussi des limites finies en oo égales toutes les deux a %

6. o — exp(—z?) est continue sur [0, +oo] et exp(—z?) =0 (;2) par croissance comparée donc x +— exp(—x?)
o0

est intégrable sur [1, +oo[ d’apres le critére de Riemann et continue sur [0, 1] donc = +— exp(—x?) est intégrable
sur [0, +oo[.Ainsi I existe.

xr
On vient donc de démontrer que 1113 / exp(—t?) dt existe et par ce qui précede et la définition de H, on en
Tr—r+00
0

déduit que I? = %, et comme I est positive (intégrale d’une fonction positive), on en déduit que | I = @
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PROBLEME I
C.C.P Mathématiques 1 PSI 1998

PRELIMINAIRES

P-1.D’aprés le critére de Riemann, la série 37 = converge ssi o > 1 , donc ’ D(¢) =1, +OO[‘ (1)

no

P-2. Domaine de définition de I" :
— t— t* et est continue et positive sur R7.

1 1 R P . . " . _
T lemt gy =T donc d’apres le théoreme de comparaison des fonctions positives, la fonction est intégrable au

voisiange de zéro ssi 1 —z < 1 ssi # > 0. Elle est donc intégrable sur ]0,1] ssi > 0.

— et =, 0(%2)7 par croissance comparée, donc intégrable au voisinage de 400, donc intégrable sur [1, +00l.

La fonction T est donc définie sur D(T") =|0, +oo[‘ (2)

P-3.Les fonctions £ — z® et 2 — e~ sont de classe C' sur Ry . Soit a > 0.
v 1 —a 1 T .
Pour 0 < u < v, on a par intégration par parties / e dr = [x“e_‘]u — —/ —x% *dr .
u @ u

a
De lim v%e ¥ =0et lim u“e ™ =0 on déduit a.I'(a) =T'(a + 1), c’est a dire
V—>+400 u—0

pour tout @ > 0, I'(a+ 1) = al'(«). ‘ (3)

+oo
P-4 1 est élément de D(T') et I'(1) = / e~ tdt = [_e—t}g'” -1.
0

Pour n € N* | T'(n) = (n — 1)(n — 2)...2.1.T(1) et donc par récurrence immédiate on a ’ I'(n) =(n—1), Vn € N*

(4)

PARTIE 1
1-1 L’application ¢, est continue sur |0, +o0o[ ; en 0, e¥ — 1 ~ 2 d’otl Y, (7) ~o 22
0sia>2
Il en résulte lim @q(z) =< 1 sia=2
a0t +oo sia < 2

La fonction ¢, est continue par morceaux sur [0, +oo] ssi a > 2. ’ Donc, A(p) = [2,+0]. ‘ (5)
1-2 Soit a > 2.

Vo st continue par morceaux sur le segment [0, 1] donc est intégrable sur [0,1] .

1 1

En +00 , pa(x) =0 (p> par croissances comparées et x — —5 est intégrable sur [1, +oo|

Donc , d’apres le théoréeme de comparaison des fonctions positives,

©q est intégrable sur [0, +oo[‘

n
1-3-1 La somme U,, = Zup est donnée par U, (0) = 0 et, pour z >0,
p=1
n —x _ e—(n—i—l)x nx

Un(x) _ xa—l Z (e—x)P _ xa—le — _ xa—l le_x e__l

Quand n tend vers 'infini, la suite (U,(0)) converge vers 0 et, pour > 0, la suite (U,(z)) converge vers

xoc—l
e _—1 - Pal(T)
+o0 Osiz=0
A — a—1
Par conséquent, Zlun(x) 61; a0 (6)

1-3-2 La fonction w,, est continue sur [0, +00[ , positive et, en +00 , u,(x) = 0 (I%) donc’ uy, est intégrable sur [0, +oo| ‘

1-3-3 Soit a > 2, soit n € N* et x > 0.

—nx

" 1—e
Zuk(ac) = xa_le_xil —
k=1
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d’ou :

Gl A —
’Zuk(x)’\x l—e"x
k=1

—X

157@—@' pour tout x > 0. Alors 1 est continue sur ]0, +oo], positive, en 0, ) ~g z%~

Posons ¢(z) = x>~ 1 2

donc prolongeable par continuité (car o > 2) et en 400, ¥(r) =100 0(%)7 par croissance comparée, donc

intégrable. Finalement v est intégrable sur |0, +oo[, domine les sommes partielles, donc d’apres le théoreme
de convergence dominée, on peut intervertir limite et intégrale sur les sommes partielles, c’est a dire : pour

a>2,ona:
+oo [+ +oo +o0o
[T(Em) -2
0 n=1 n=1"0

1-3-4 Le changement de variable bijectif C', x — nz = t donne l'intégrale

400 400 a—1 400
) t dt 1
/ e dy = / () el == — t*te~tat
0 0 n n n 0

+oo 1
et donc / up, = —I'(a). ] (9)
0 ne
—+oo
1-3-5 On a, pour tout > 0, p4(x) = Z un(x) et donc d’apres la question 1-3-3 on peut intervertir Z et / :
n=1
—+o0 +00 —+o00 1
I@Q:§:</ %>:rm) —
n=1 0 n=1 ne
¢’est-a-dire ’ pour tout o > 2, I(a) = T'(a)((cx) (10) ‘
1 n+1 1
1-3-6 PourtoutneN,mé/n x dargn—aet donc, pour a > 1 :

+oo +

Y ootes [ atdre

el (n + 1)(’ 1 a—1
En sommant ces inégalités, on obtient :

1
a—1

+oo
1
1<Cla) <1+ ) <1+
n=1 (n + 1)0‘

pour a > 1 , il résulte

lim ¢(a)=1 (11)

a—+00

On pouvait aussi répondre & la question en utilisant le théoreme de la double limite (voir cours sur les séries
de fonctions).

1-3-7 Pour k infini, I(k) ~ T'(k) donc, pour k entier tendant vers +oo, | I(k) ~ (k—1)!(12).

k—+oo k—+oo
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PARTIE I1

2-1 Etude de la régularité de H.

2-1-1 Tout d’abord, on remarque que : pour ¢ non nul et z au voisinage de 0, on a sin(xt) ~ ztet e’ —1 ~Z
T— T—

xt .
donc h(z,t) ot soit h(x,t) il t.
Donc

— Pour tout z de R, t — M

-1
sm(xt)
-1

2-1-2 La fonction  — h(z,0) est nulle donc intégrable sur [0, 4+o00[ ( et d’intégrale nulle)

est continue sur R (prolongement par zéro pour z = 0).

— Pour tout ¢t de R, z +— est continue sur R (prolongement par zéro pour = = 0).

Pour ¢ non nul,
|sin(at)| o |zt|

|h(z,t)] = <
e I

et donc : @ > 0 = (|h(z, )] < t] = = [ ea(x))
Puisque 3 est continue sur ]0, +o00[, prolongeable par continuité en 0 et o(1/2?) en +00, o est intégrable
sur ]0, +oof ,

(z,t) est intégrable sur ]0, +00[ , quel que soit t. ‘

2-1-3 Pour tout segment [a,b] C R on a (x € Ry et t € [a,b]) = (Jh(x,t)] < p2(z). max(|al, [b])) et ¢o €
LY (R4, Ry).
Donc d’apres la question précédente et ce qui précede, le théoreme de continuité sous le signe intégrale
“+o0

s’applique et on obtient que la fonction H : ¢t — / h(z,t)dx est continue sur [a,b] pour tout (a,b) €
0
R2, donc H est continue sur R.

P aP.sin(xt + pZ
2-1-4 Pour p € N*, pour tout t € R et x € R* %(m,t) = &

g et donc,

oPh 2P| sin(zt + p3)|
pour 2> 0, |51y t)\z el o)
D’autre part, gt 0,t) = gqt? (x,t)=0sig>2.
0Ph

L’application partielle ¢ — yrd (z,t) est continue sur R pour z €]0, +o0l.

L’application partielle z — o"h t) est continue sur ]0, +o00[, pour tout ¢ de R

otP (z,

Enfin, puisque ¢p4+1 est continue et intégrable sur [0, +oo[ , d’apres le théoréme de dérivation sous le signe
OPh

intégrale, H est de classe CP sur [0, +oo[ et Vt € R, HP)(t) = / 5 (x,t)dx .

Ry

sin(xt + %)
H est donc de classe infinie et, pour n € N* | H™(t) = / —Q 1 " dx | (13)
er —
Ry

2-2 Etude de

n n n
2-2-1 On a pour tout n € N* | ng( = sin(ax Ze P = gin(ax Z
p=1 p=1

=

M= <

p=1

Pour a = 0, la suite ( gp(x)> est identiquement nulle donc est convergente de limite nulle.
neN*

NE

p=1

Pour a # 0 , la suite ( gp(0)> est identiquement nulle donc est convergente de limite nulle.
neN*

Pour o # 0, la suite (

=
107

gp(x)> a pour terme général
neN*

e~ _ e—(n-‘rl)w 1—e "%

sin(ax) e = sm(ozx)emi_1
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sin(ax)

e’ —1

dont la limite pour n infini est 0 si T ‘le
[0}

x>0

00 si xER,\%‘Z

En résumé, pour « =0 : D(g) =R et pour « #0, D(g9) =R U ﬁZ . (14) et (15)

2-2-2 Pour a = 0, g est identiquement nulle sur R.

x>0=g(z)= S:;(ff)
Pour a #0 ,0n a: - (16)
TeR_NGHZ=g(x)=0

2-2-3 Pour a =0, la fonction g, est nulle donc intégrable sur [0, +oo[ (et d’intégrale nulle)

Pour a £ 0, |gn(x)] < e ™ et pour n > 1, la fonction 2 — e~ ™" est intégrable sur [0, +-00]

’Il en résulte que g, est intégrable sur [0, +oo[ ‘ .

2-2-4 On a H(«a) = / h(z, a)dx = / S;l(imi) / (Zgn )

11 est clair que | H(0) =0 |.

Pour a # 0,

la fonction z ——

| sin(aux)|
er—1
[0, 4+00[ car de limite nulle en +oc0. Soit M un majorant.

Soit n € N*,

est continue sur ]0,+oo[ , prolongeable par continuité en 0 et majorée sur

N

SE

na::| +oo

n +oo e~ Nz e
,Z/ gp(ac)d:v‘ :/ x_1|sin(ax)|dx<M[
=1 R, 0 € n

0

M
De lim — =0, il résulte que
n—+oo N

n +00
im_ <§_j / gp<o:>dz> — H(a)

+00 4o
c’est-a-dire | H(a) = Z/ gp(x)dz|. (17)
p=1"0

2-2-5 Les fonctions © — e~ " et & — sin(ax) sont de classe infinie, on peut donc intégrer par parties autant
de fois que nécessaire.

A
+oo
/ e "sin(ax)dr = lim ( {—6 “sin(az } + g/ ¥ cos(ax dx)
0 A—+oo n n
0
a [e ™ cos(ax) 4 « ri
= 04+04+ lim ([ } ——/ 81naxdz)
Astoo \ 7y n 0 M
0
d’ou
+o00 +o00
1
| m@ar=2 (04 22 [T g )
0 nonJjo
et donc ) oo
« «
1+ — n(x)de = —
<+n2)/0 gn(x)dx =
et enfin :
[ = °
n\T)ax = )
0 9 Oé2+7’l2
et,
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—+oo

D

n=1

H(a) =

«

o2 +n?

(18)

2-2-6 Le développement en série entiere de la fonction sinus est sin(u

+00 k u2k+1

@ k 1 , de rayon infini.

OM

Donc,
+oo [H+00 (71)kt2k+1 2k+1
H(t) = dx
®) /0 (Z(2k+ l(er — 1)
Puisque H(—t) = —H(t) , on se limite au cas ¢ > 0
_1)kg2kH1 g 2k41 2k+1,,2k+1
La série Z ( )(Qk n S! est alternée et le terme général ]5(2167—?1)' tend vers 0 en décroissant quand
k tend vers l'infini : elle vérifie donc les hypotheses du critere spécial des séries alternées et on a, pour
t €]0,1],
io (_1)kt2k+1x2k~+l n (_1)kt2k+1x2k+1 $2k+3 . 2k+3
— (2k+ 1) (2k +1)! S O(2k+3)
On en déduit, pour t €]0, 1], puis
n t2k+1 2n+3
2k+2)| < ———I(2n+4).
Z_: o GRS g+
) N ~ | ~ 2n+3 : : 2n+3
D’apres 1.3.7, I(2n+4) et (2n+3)!, donc (2 +3),I(2n+4) et t et, puisque [t| < 1 = ngrfoot
on obtient
n L 2k
H(t)= 1 1) T2k + 2
(1= Jlm > (1) Gy 2k +2)
c’est-a-dire
too . £2k+1
H(t) = —1)"—I1(2k + 2).
()= Gy 2k +2)

2-2-7
— 400

Puisque la condition [t| < 1 assure la convergence de la série ZtQkH , la série Z(—

est absolument convergente donc convergente
D’apres 1-3-5, I(2k + 2) =

+oo £2k+1

Z(_l)k(zm 1)!1

et par suite,

—+oo

S ()RR (2 + 2) =

k=0

(2k +2)

On sait que lim ((a) =1, donc pour k infini, |¢(2k + 2)t** T (=1)*| ~

t2k+1
k—+oco

1)F¢(2k + 2)12F !

T(2k + 2)¢(2k + 2) = (2k + 1)1¢(2k + 2) donc
+oo

= > (~DFPFH((2k + 2)

k=0

wt. coth(mt) — 1

2t
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