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Durée : 4 heures

EXERCICE

On considere dans cette question les deux fonctions G et H définies par :

G(x) :/O1 P2 ) by gy = (/Ozexp(—UQ)du)Q.

1+ ¢2

1. Montrer que G est bien définie sur R et de classe C! sur R. Vous préciserez la dérivée de G a
I’aide d’une intégrale.

2. Montrer que H est bien définie sur R et de classe C! sur R. Vous préciserez la dérivée de H.
3. En déduire que la fonction G + H est constante sur R, égale a %
4. Montrer I'inégalité suivante pour tout réel x :

U exp(—x2t?) m
< = —x? i WV P —22).
0 < G(z) =exp(—2z )/0 . dt < 4exp( x)

5. En déduire le comportement de G(x), puis de H(z), quand x tend vers +oo,

6. Justifier 'existence de I définie par :

+oo
I= / exp(—u?) du.
0

puis déterminer sa valeur a I’aide de ce qui précede.
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PROBLEME
Notations et Objectifs
Etant donnée un intervalle J d R et une fonction f a valeurs réelles, continue par morceaux et

intégrable sur J, on note / f(z) dx Vintégrale de f sur J.
J

On désigne par :

— « un nombre réel ;

xa—l
e’ —1
sin(xt)
e’ —1

— q la fonction définie sur [0, +00| par ¢, (z) = lorsque > 0 et ,(0) =0;

— h la fonction définie sur R? définie par h(z,t) = lorsque = # 0 et h(0,t) =t;

On note :

I(a) = /[0+ Pula)do

Na) = / e " tdy
[0,4-00]

H(t) = /[0+ [h(x,t)dx

—+00
1 1
Lorsque la série E — converge, on note (o) = E —.
n n
n=1

n=1

L’objet du probleme est une étude de la fonction H.

La premiere partie fournit 'expression de () & 1’aide des fonctions I" et (, dans la deuxiéme partie
on étudie la fonction H.

Préliminaires

P-1 Préciser I'ensemble de définition D(() de la fonction (.

P-2 Préciser I'ensemble D(T") des réels « tels que la fonction z — e~
10, 4+-o0.

P-3 Etablir la relation I'(a + 1) = al'(«) pour tout o € D(I').

P-4 En déduire la valeur de I'(n) pour n € N*.

T pO—

2! soit intégrable sur

Partie I
Soit A(p) I'ensemble des nombres réels o pour lesquels la fonction ¢, est continue par morceaux

sur [0, 400

1-1 Montrer que 'ensemble A(p) = [2, 400
1-2 Montrer que ¢, est intégrable sur [0, +oo[ pour tout a € A(yp).
1-3 On suppose que a € A(p). Soit u,(x) = x> e ™ pour n € N* et z € [0, +o0].

1.3.1 Montrer que la série Zun(x) converge pour tout x € [0, +0o0] et expliciter sa somme

n=1

+o0
Z un(z) en fonction de ().
n=1
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1-3-2 Montrer que la fonction wu, est intégrable sur [0, +00[ pour tout n € N*.

1-3-3 En utilisant le théoreme de convergence dominé a la suite de fonctions : f, : ©* —

n
Z ug (), justifier avec soin 1’égalité :
k=1

/[0’*“[ <§un<x) dm) - 2 </[0,+oo[un(x) dm)'

1-3-4 Exprimer / up(z) dr a l'aide de n, a et de la fonction I'.
[0,+00]

1-3-5 En déduire que I(a) = I'(a){(«).
On rapelle que la définiton de I est donnée au début de l’énoncé

1-3-6 Montrer que ((«) admet une limite lorsque « tend vers +oo et déterminer cette limite ?

1-3-7 En déduire un équivalent de I(k) pour k € N et k tendant vers +oo.

Partie 11

2-1 Etude de la régularité de H.

2-1-1 Etudier la continuité des applications partielles h(z,.) et h(.,t) pour tout ¢ de R et pour
tout x de R.

2-1-2 Montrer que la fonction x +— h(z,t) est intégrable sur [0, +00] quel que soit ¢ € R.
2-1-3 Montrer que la fonction H est continue sur R.

2-1-4 Montrer que la fonction H est de classe C* sur R et exprimer sa dérivée n-ieme sous
forme intégrale. On pourra utiliser les fonctions ¢, pour p € N.

2-2 Soit g, la fonction définie sur R par g,(x) = e "*sin(ax) pour n € N* et a € R.

On désigne par D(g) 'ensemble des nombres réels z tels que la série Z gn () soit convergente

n>1

+oo
et on note : g(x) = Zgn(x) pour z € D(g).
n=1

2-2-1 Déterminer ’ensemble D(g) lorsque oo = 0 et lorsque « # 0.
2-2-2 Expliciter g(x) pour x € D(g).

2-2-3 Montrer que la fonction g, est intégrable sur [0, +oo[ quel que soit a € R et quel que
soit n € N*.
T gin(ax)
2-2-4 On rappelle que H(a) = / —
0

P dx. Prouver que pour tout n de N*, on a :
e —

+o00 e N
/ —— | sin(ax)| dx.
0 e — ]_

n

N

H(a) = f (/m+oo[gn(x) dx).
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2-2-5 Calculer / gn(z) dz pour n € N* et en déduire la valeur de H(«) sous la forme de
[0,+00]
la somme d’une série.

2-2-6 En admettant que pour tout v de R,

+oo (_1)k:u2k+1

sinfu) = 3 (2k + 1)!

justifier avec soin ’égalité, pour tout ¢ €] — 1, 1]

H(t) = Z(—Uk(;k—:l)!z(zk +2).

2-2-7 En déduire que la série de fonction Z(—l)kC(Qk + 2)t*** est convergente pour t €]—1, 1]
k=0
et en déduire sa somme en fonction de H.

Remarque : En fait, a 'aide des séries de fourier, on peut montrer que pour tout ¢t €

| = 1L1N{0},

wtcoth(tm) — 1

H(t) =
(t) 50
et donc conclure que
+oo
teoth(rt) — 1
—1)RELC(2k +2) = & .
DDk 2) -
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